Análisis combinatorio I by Gentile, Enzo R.
- 29 -
i\NALTSIS ro~BINA10RIO 
Enzo R. r..cntile 
·~~thesis et ars et scientia 
dicenda" ("~temática es arte 
y ciencia") 
L. Kronecker (1821-1891) 
1. El /~álisis Combinatorio es la ciencia, y en alguna medida, el a~ 
te de contar o enwrerar los elementos de un conjl.Dlto finitc. El 
siguiente Principio r~neral de Enumeración que tiene que ver con el 
sentido coman nos provee de una regla útil para contar. 
Principio General. de 1.-:nwneración. 
Si una experiencia E1 tiene n1 resultados posibles y por cada re-
sultado de E1 se realiza una experiencia E2 que tiene n2 resultados 
posibles, entcncea la realización en sucesión de E1 y E2 tiene un nú 
mero total de n1 .n2 resultados posibles. 
Es 6til graficar esta situación utilizando un "árbol" acostado 
(hacia la derecha) · 
Experiencia E1 Experiencia E2 
~n, 
c--n1 ramas : 
ramas 
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A partir del tronco dibujamos las n1 ~s correspondientes a la primer 
experiencia y luego por cada rama dibujamos las n2 ramas correspondien-
tes a la segunda experiencia. Es claro que el número total de ramas es 
Podemos extender estas consideraciones a k experiencias, 
E¡, ... , Ek, k t N. Si para cada i, 1 < i < k, E. es una experiencia 1 
que tiene ni resultados posibles y si por cada resul tac!o que tiene Ei 
se realiza una experiencia E. que tiene n. resultados posibles, en 1+1 1+1 -
tonces el número total de resultados posibles que tiene la realización 
en sucesión de E1 , E2, ... , Ek es el producto n 1 .n2 ... nk. 
Ejempl-os. 
i) Supongamos 3 rutas distintas para ir de Bueros Aires a Tuci..DMn 
y 4 rutas distintas para ir de Tucl.lll'án a Salta. El número to-
tal de rutas rara ir de Buenos Aires a Salta, "via Tucl.l115n", 
es 3.4 = 12. DejanPs a cargo del lector representar esta s.!_ 
tuación utilizando un diaFrama arbolado conP henPs considera-
do mas arriba. El número de fornas de viajes de Buenos Ai-
res a Salta ida y vuelta (siempre vía Tucunán! ) es 
3.4.4.3 = 122 • El número de formas de viajar de Buenos Aires 
a Salta, ida y vuelta (vía 1\.lcumán) pero volviendo por caminos 
distintos (en ambos tramos) es 3.4.3.2 = 72. C4lculemos ahora 
el número de fonnas posibles de viajar de Buenos Aires a Salta 
ida y vuelta, por diferentes rutas (o sea que difieren en alg(m 
tramo). El número de rutas de ida y vuelta rcpi tiendo, única-
mente el tramo Salta-Tucumán es 3.4.1 .2 = 24 y repitiendo ún.!_ 
carente el tramo Tucumán-Buenos Aires es 3.4.3.1 = 36. Por lo 
tanto el número total de rutas posibles de ida y vuelta repi-
tiendo exactamente un solo tramo es 60. El número buscaóo es 
pues 60 + 72 .. 132. Finalmente podríamos considerar las rutas 
de ida y vuelta volviendo por el misnP camino, son 3.4 = 12 en 
total. Sumando todos estos números parciales resulta 
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60 + 72 + 12 • 144, coincide pues con el nlinero total que en-
contr~s inicialmente. 
ii) ¿CUántos ntlmeros de 4 digi tos pueden formarse con los digi tos 
1,2,3,47 • Se tr:Jta de ree~lazar en ABen cad:J sfd>olo por 
los dtgitos 1,2,3,4. En D podemos colocar 4 valores posibles. 
Colocando un digito en D podemos colocar 4 valores en e, etc. 
el nGmcro total es claramente 4~ • 256. 
iii) ¿CUAntos nOmeros pares de 4 d1gitos pueden formarse con los 
dlgitos 1,2,3,4?. Ahora la substituci6n de D s6lo se puede 
hacer con 2 y 4. Por lo tanto el nGmcro total es 2.4' • 128. 
iv) ¿Qlántos núneros de 4 dígitos distintos pueden formarse con 
los dígitos 1,2,3,4?. Ln substitución de D puede hacerse en 
4 formas posibles, la de e en 3 formas posibles, la de B en 
2 y la de A en una, por lo tanto el nGmero buscado es 
4.3.2. 1 • 24. 
v) ¿Q.l4ntos n ros capicuas de S cifras pueden fonnarse con los 
dlgitos 1,2,3,4,5,6,7 1 
(Sol. Un nCimero capidla es de la fonna abcba. El lugar a ~'U!:. 
de re lazarse por 7 valores, el b y el e de la misma forma. 
Habrá pues 7. 7. 7 • 73 n6meros capicúas): Variación de capi-
d1as pares: 72 .3. 
vi) Sea n e N y denotemos con ll,n 1 el intervalo natural de to-
dos los t e N tales que 1 < t < n. Sean k y n en N. El na-
~ro de aplicaciones f: l1,k 1 • (l,n) es nk. En efecto, 
una aplicaci6n f queda determdnada definiendo f(l), 
f(1), f(2), • • • , f(k). Ahora f{1) puede tomar n valores pos! 
bles, f(2) al igual n valores, etc. El principio general de 
enumeración dice que hay en total nk aplicaciones. Uno de los 
prop6sitos del Análisis Combinatorio es contar todos los tipos 
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de aplicaciones para todos los valores de k y n. Por ejemplo 
aplicaciones inyectivas, crecientes, suryectivas etc .... 
2. Permutaciones 
Sea X= 11,n 1 2 {1,2, ... , n} el intervalo natural inicial de 
orden n. Se llama permutación de X a tod~ aplicación f: X • X 
biyectiva. Es costumbre denotarlas con las matrices 
2 3 i 
f(2) f(3) f(i) 
escribiendo debajo de cada i el valor f(i) asignado por la función. ~ 
esta forma una permutación está dada por la sucesión 
f(1) f(2) f(3) f(n) 
de nómeros en 11,n 1. Por ejemplo sin= 2 hay s6lo dos permutaciones: 
12 y 21, que corresponden respectivamente a las aplicaciones 
si n = 3 hay 6 permutaciones 
123 132 213 231 312 321 
correspondientes a las aplicaciones 
(
123) (123) (123) (123) (123) (123) 
123 132 213 231 312 321 
Proposición. El m~anero total de pennutaciones de 1 1 , n 1 es 
n~ • n.(n-1).(n-2) ... 3.2.1 (factorial. n) 
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Demos tl'ación: Una pernutación está deteminada por la función f. 
Ahora f(1) puede tomar n valores distintos. Definido f( 1), f(Z) 
puede tomar cualquier valor que no sea f(1), por lo tanto l~y 
n-1 elecciones para f(2). La repetición de este proceso y la apl!. 
cación del principio general nos dan el n~ero que es producto de 
n por n-1 por n-2, •.. O sea factorial. n. 
EjempZ.o: ¿De cuántas formas pueden fotografiarse una familia de S 
personas puestas en hilera? 
Respuesta: S! z 120. 
~ÜSIIX) problema pero pedirros ahora que la madre y el padre estén 
siempre juntos 
Respuesta: 2.4! = 48. En efecto, en este caso padre y madre forman 
un sólo objeto de manera que se trata de permutaciones de 4 objetos. 
Pero hay además dos formas en que pueden ubicarse, uno respecto del 
otro. 
MÍSIIX) problema pero pedirros que la madre, el padre y cachito apare!_ 
can siempre juntos. 
Respuesta: 3!.3! "36 . klar. 
EjempZ.o: ·¿De cuántas forms ¡x.¡eden foto~rafiarse 6 chicas y 7 chicos 
puestos en hilera pero de manera tal que nunca aparezcan juntos dos 
personas del misrro sexo. 
Respuesta: 6!.7! 
Mism:> problema con 7 chicas y 7 chicos 
E,jempZ.o: ¿De cuántas foil'l'3s pueden sentarse 10 personas alrededor 
de una mesa circular? 
Respuesta: 9!. En efecto, por estar sentados al rededor de una me 
sa circular una permutación circular no altera la ubicación rela-
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tiva. Por lo tanto poc-c!!rs fijar a una persona y pennutar las restantes. 
Ejemplo: i) De cuántas fonnas p.1eden fotografiarse 8 matrinonios en hi 
lera con la condición que cada marido esté al lado de su 
esposa? 
Respuesta: 28.8~. 
ii) De cuántas formas pueden ubicarse 8 matrinonios alrededor 
de una mesa circular con la condición que cada marido esté 
al lado de su esposa? 
Respuesta: 28.7~ 
Ejemplo: En una reunión multinacional asisten por 10 paises delegaciones 
integradas por el canciller y dos embajadores de cada país . Los misrros 
se disponen en una gran mesa circular. Sin separarse los miembros de ca 
da delegación, ¿en cuántas formas pueden disponerse las distintas dele-
gaciones al rededor de la res a? 
Respuesta: (3~)10.9! ¿En cuántas formas si asisten Argentina e Inglat~ 
rra? 
Respuesta:(3!)10.8! .7. 
Ejemplo: i) ¿CUántas palabras (anagramas!) pueden formarse permutm1do 
las letras de la palabra ESCUDRIRA. 
Respuesta: 9! 
¿OJántas comenzando con ~? 
Respuesta: 8! 
¿Cuántas comenzando con consonante? 
Respuesta: 5.8! 
ii) ¿CUántas palabras pueden forrr~rse permutando las letras de 
la palabra ANAGHAMA? 
Respuesta: La letra A está repetida 4 veces. Hay entonces permutad~ 
nes que ~ dan nuevas palabras. Supongruros, por un inst3!! 
te, que las letras A no son la misma, o sea se tiene la ~ 
iii) 
Respuesta: 
iv) 
Respuesta: 
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labra A¡ N A2 G R A3 ~f A... El n<ínero de anagramas que P2. 
de!ros formar con esta Gltima palabra es 8!. Puesto que 
permutando de cada anagrama únicamente las A1 A2 A3 A4 ~ 
sultan 4! palabras esta claro que el núnero total de ana-
gramas de la palabra ANAGJW.ft\ es el cociente :; 
• 8.7.6.5 .• 1680. 
¿Q.Iántas anagramas p.1eden formarse con la palabra MARGARITA? 
9' ~. 30240 
¿CUántos nCimeros Jlleden fomarsepermutando los dígitos de 
131231455? 
_9_!_ 
3!2!2! 
v) ¿En cuántas formas pueden fotografiarse 8 personas en hil~ 
ra con la condición que tres de ellas A,B,C guarden siefl1're 
el orden relativo, o sea A a izquierda de B, B a izquierda 
Respuesta: 
de C? 
Las personas A, B y C se hacen entonces indistinguibles, 
por lo tanto el neimero pedido es ~~ 
vi) ¿~tos núneros P.lJeden fonnarse permutando los digi tos de 
11122333450? 
Respuesta: · Si excluimos los m:lmeros que comienzan con O se tiene: 
11! 1 O! 3~.3!.2! • 3!.3!.2! & 554400 • 50400 S 50~.000 
vii) ¿aíantos nClmeros pueden formarse permutando los dígitos de 11122300? 
Reo puesta: El nCimero total de permutaciones ele 11122300 es 1680. Quer!!_ 
~s ezcluir de t1stcs los que comiem:an con O. Su neimero es 
.(3!.2!)~ 1 .7! • 420. Por lo tanto el nClmero buscado es 1260) 
viii) Se tira tma roneda n veces. Sea O e;}\~. ¿Q.Iál es el nÚIOO-
ro total de posibles resultados que consisten en exactame~ 
te k caras (y obviamente n-k cecas, seg(in Jarvis) 
Respuesta: Se trata de hallar las permutaciones de n objetos que son 
k i~~les entre si y n-k iguales entre si. El namero es 
n! 
k!. (n-k)! 
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Nota. La idea de este ejercicio pennite cxzlcuZar el n~ 
ro de subconjuntos de k elementos de un conjunto de n el~ 
mentos o sea las combinaciones de orden k. Sin pérdida 
de generalidad podemos suponer que el conjunto es el inte!_ 
valo natural ( 1 ,n ) . Los subconjuntos quedan detenninados 
unívocamente por las ¡uñciones caracter!sticas 
f: (1,n) + {0,1}: f(x) =O si x no pertenece al subconjunto 
y f(x) = 1 si X pertenece al subconjunto. C.ada subconjunto 
está dado por una sucesi6n de n ténninos de O y 1. Dejé!IOOS 
a cargo del lector completar y fo~lizar este discurso. 
La discusión de estos ejemplos muestra claramente que, en general, 
si k 1 , ••• , kr, n son números naturales y k1 + ••• + kr ~ n, el número 
total de permutaciones den objetos de los cuales k 1 son iguales, k 2 
son iguales, etc. es el cociente 
n! 
podemos decir que se trata de permutaciones con repetición. 
Veamos otra posible si tuaci6n relativa a pe mutaciones. Dado un mazo 
de cartas y 4 jugadores, ¿Cuál es el número total de manos que se pueden 
dar si cada jugador recibe 10 de .las 40 cartas?. Cada permutaci6n de 40 
cartas nos da una mano. En efecto, coov sugiere el dibujo 
10 10 10 1U 
o - - o - - o - - o - - o 
A B e D 
las 10 primeras para el jugador A, las 10 segundas para el jugador B, etc. 
Pero ahora las 10 primeras las p.1edo penrutar en fonra arbitraria sin 
cambiar la mano. Lo mismo con las restantes. Se obtiene entonces el si-
guiente número total de manos: 40~ 
(10!) lt 
Pregunta: ¿Cuál es el núnero total de maoos en las que cada jugador P2_ 
see unas? 
Respuesta: 36! 
(9!) lt 
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4! 
Un problema análogo sería el de detenninar las formas posibles de en-
viar a 40 escaladores de alta montai\a a ascender k 1 el Aconcagua, k2 
el ~rcedario, k 3 el Tronador y k~o el Fitz-Roy, siendo k 1+k2+}(3 + k~o. 
"' 40. El número de formas posibles es 40 ! 
k 1 ~ • k2 ~ • k 3 ~ • k ~o ! 
Ejemplo: Sean los dígitos 1,2,3,4,5,6. El número total de números de 
6 cifras que se p.1eden formar permutando estos dígitos es 6~ • Consi 
de remos el núnero 431265. Si los 6 ~ números los ordenamos en forma 
creciente, se pide detenninar el 'orden de ubicaci6n de 431265. Por 
ejemplo el número 123456 es el primero, el 123465 el segundo, 1 23546 
el tercero, 123564 el cuarto, etc. el criterio es 
a1a2a3a.,a 5a 6 es menor que b 1 b2b3b~ob 5b6 
si 
a¡ < b¡ 
6 
a¡ • b¡ Y a2 < b2 
6 
a¡ 
- b¡ y az • bz y a3 < b3 
Escribé!IOOs genéricamente un número de 6 cifras con "fedcba" e indi-
quemos en un diagrama arbolado las posibilidades de cada letra 
f,e,d,c,b,a, de dar un número menor que 431265. 
f e d e b 
1 1 
1 1 
1 1 1 
<
0<4:3.5!- 360: : 
0<3:2.4! • 48 
-----
1 1 
0•4 2 1 C< : Q 
----
•/ 1 
0=3 - --- o=1 
............... --- 0<6: 
0=2 
a 
1 
1 
1 
1 
---
0~6 --o-S:Q 
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Nota. La idea de este ejercicio pennite cxzlcuZar el n~ 
ro de subconjuntos de k elementos de un conjunto de n el~ 
mentos o sea las combinaciones de orden k. Sin pérdida 
de generalidad podemos suponer que el conjunto es el inte!_ 
valo natural ( 1 ,n ) . Los subconjuntos quedan detenninados 
unívocamente por las ¡uñciones caracter!sticas 
f: (1,n) + {0,1}: f(x) =O si x no pertenece al subconjunto 
y f(x) = 1 si X pertenece al subconjunto. C.ada subconjunto 
está dado por una sucesi6n de n ténninos de O y 1. Dejé!IOOS 
a cargo del lector completar y fo~lizar este discurso. 
La discusión de estos ejemplos muestra claramente que, en general, 
si k 1 , ••• , kr, n son números naturales y k1 + ••• + kr ~ n, el número 
total de permutaciones den objetos de los cuales k 1 son iguales, k 2 
son iguales, etc. es el cociente 
n! 
podemos decir que se trata de permutaciones con repetición. 
Veamos otra posible si tuaci6n relativa a pe mutaciones. Dado un mazo 
de cartas y 4 jugadores, ¿Cuál es el número total de manos que se pueden 
dar si cada jugador recibe 10 de .las 40 cartas?. Cada permutaci6n de 40 
cartas nos da una mano. En efecto, coov sugiere el dibujo 
10 10 10 1U 
o - - o - - o - - o - - o 
A B e D 
las 10 primeras para el jugador A, las 10 segundas para el jugador B, etc. 
Pero ahora las 10 primeras las p.1edo penrutar en fonra arbitraria sin 
cambiar la mano. Lo mismo con las restantes. Se obtiene entonces el si-
guiente número total de manos: 40~ 
(10!) lt 
Pregunta: ¿Cuál es el núnero total de maoos en las que cada jugador P2_ 
see unas? 
Respuesta: 36! 
(9!) lt 
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4! 
Un problema análogo sería el de detenninar las formas posibles de en-
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a1a2a3a.,a 5a 6 es menor que b 1 b2b3b~ob 5b6 
si 
a¡ < b¡ 
6 
a¡ • b¡ Y a2 < b2 
6 
a¡ 
- b¡ y az • bz y a3 < b3 
Escribé!IOOs genéricamente un número de 6 cifras con "fedcba" e indi-
quemos en un diagrama arbolado las posibilidades de cada letra 
f,e,d,c,b,a, de dar un número menor que 431265. 
f e d e b 
1 1 
1 1 
1 1 1 
<
0<4:3.5!- 360: : 
0<3:2.4! • 48 
-----
1 1 
0•4 2 1 C< : Q 
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El número total es 360 + 48 + 1 409. El número 431265 ocupa entonces 
el lugar 410. 
Ejercicio: Detenninar el orden de ubicación del número 537128 al ordc 
nar en forw~ creciente los números obtenidos permutando los dígitos: 
1,2,3,5,7,8. 
Respuesta: 421 ésimo. 
Ejercicio: Detenninar cuántos núJooros M de 4 dígitos distintos tomados 
de 1,2,3,4,5,6,7, pueden fOrmarse tales que 1200 <M< 3522. 
Respuesta: 305. 
3. Variaciones de k en n. Sean k,n E N, k <n. Se llama variación o 
subpermutaciónde (orden) k en n a toda sucesión de k dígitos distintos 
de ( 1,n). Dicllo con mas precisión, una variación de k en n es una apl.!_ 
cación inyectiva de (1,k) en (1,n) . Una tal aplicación inyectiva qu~ 
da determinada dando los valores f(l), ... , f(k) pero sin repetición. 
Es claro que f(1) podr~ elegirse en n formas, f(2) en n-1 formas, etc., 
hasta f(k) en n-(k-1) fonnas posibles. El número total que resulta es 
el producto 
~: "'n.(n-1) ... (n-(k-1)) n~ =---(n-k) ! 
Por ejemplo, las subpermutacioncs de 3 en 4 son: 
.!Q, 132, 213, 231, 312, 321 
.11!. 142, 214. 2-11, ·112, 421 
Q!, 143, 314, 341, 413, 431 
234, 243, 324, 342, 423, 432 
Si n = k resultan las permutaciones de n objetos. 
EjempZo: ¿En cuántas fonnas pueden fotografiarse n personas en grupos 
alineados de k personas? 
Respuesta: ~ . 
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EjempZo: ¿OJántos equipos de foot-ball puede formrse con 20 jugado-
res, si dos de ellos sólo juegan de arqueros y los restantes en cual-
quier otra posición? 
Respuesta: 2.V18 
10 
EjempZo: En una sala de diversiones hay 10 juegos individuales dis-
tintos. ¿En cuántas fonnas pueden ocuparlos S personas? 
10 Respuesta: Vs 
4. Combinaciones de k en n. Sean k,n E N. Se llama combinac:Wn de 
orden k en na todo subconjunto de X"' (l,n) formado por k elementos. 
En general, dado un conjunto finito, se llama combinaci6n de orden k a 
todo subconjunto de k elementos. Es claro que cada variaci6n de k en n 
determina una combinación {la combinación se forma con los elementos 
de la variaci6n). Pero distintas variaciones pueden dar lugar a la mi~ 
ma combinación. Por ejemplo, las variaciones de 3 en 4 que hemos enu-
rerado mas arriba dan lugar a sendas combinaciones cuando ignoramos el 
orden de los elementos. Estas son: 123, 124, 134 y 234. 
Se ve entonces f§cilmente que el número de combinaciones de k en n, 
que denotaremos con ~· satisface la ecuación 
,.n ~ n! ~a ~"' (n-k)!.k! 
es costunbre denotar a este último nGrnero oon ( ~ ) , o sea 
n! ~- (~) - (n-k)! .k! · 
niendo ~ • ( B) = 1. 
Podemos extender esta fónnula a k • O defi 
Si además definimos O~ ,. 1 la fórnula prec~ 
dente es válida para k = O. También definiremos 
O si n <k 
Propiedad: Si 1 <k < n, 
l n+1 n n k ) .. ( k J + ( k-1) 
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1,2,3,5,7,8. 
Respuesta: 421 ésimo. 
Ejercicio: Detenninar cuántos núJooros M de 4 dígitos distintos tomados 
de 1,2,3,4,5,6,7, pueden fOrmarse tales que 1200 <M< 3522. 
Respuesta: 305. 
3. Variaciones de k en n. Sean k,n E N, k <n. Se llama variación o 
subpermutaciónde (orden) k en n a toda sucesión de k dígitos distintos 
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hasta f(k) en n-(k-1) fonnas posibles. El número total que resulta es 
el producto 
~: "'n.(n-1) ... (n-(k-1)) n~ =---(n-k) ! 
Por ejemplo, las subpermutacioncs de 3 en 4 son: 
.!Q, 132, 213, 231, 312, 321 
.11!. 142, 214. 2-11, ·112, 421 
Q!, 143, 314, 341, 413, 431 
234, 243, 324, 342, 423, 432 
Si n = k resultan las permutaciones de n objetos. 
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EjempZo: ¿OJántos equipos de foot-ball puede formrse con 20 jugado-
res, si dos de ellos sólo juegan de arqueros y los restantes en cual-
quier otra posición? 
Respuesta: 2.V18 
10 
EjempZo: En una sala de diversiones hay 10 juegos individuales dis-
tintos. ¿En cuántas fonnas pueden ocuparlos S personas? 
10 Respuesta: Vs 
4. Combinaciones de k en n. Sean k,n E N. Se llama combinac:Wn de 
orden k en na todo subconjunto de X"' (l,n) formado por k elementos. 
En general, dado un conjunto finito, se llama combinaci6n de orden k a 
todo subconjunto de k elementos. Es claro que cada variaci6n de k en n 
determina una combinación {la combinación se forma con los elementos 
de la variaci6n). Pero distintas variaciones pueden dar lugar a la mi~ 
ma combinación. Por ejemplo, las variaciones de 3 en 4 que hemos enu-
rerado mas arriba dan lugar a sendas combinaciones cuando ignoramos el 
orden de los elementos. Estas son: 123, 124, 134 y 234. 
Se ve entonces f§cilmente que el número de combinaciones de k en n, 
que denotaremos con ~· satisface la ecuación 
,.n ~ n! ~a ~"' (n-k)!.k! 
es costunbre denotar a este último nGrnero oon ( ~ ) , o sea 
n! ~- (~) - (n-k)! .k! · 
niendo ~ • ( B) = 1. 
Podemos extender esta fónnula a k • O defi 
Si además definimos O~ ,. 1 la fórnula prec~ 
dente es válida para k = O. También definiremos 
O si n <k 
Propiedad: Si 1 <k < n, 
l n+1 n n k ) .. ( k J + ( k-1) 
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Esta propiedad es inmediata, las combinaciones de k elementos de n + 
se clasifican en dos subconjuntos disjuntos, A: los que contienen a 
n + 1 y B: los que no contienen a n + 1. Es claro que A tiene ( k~l ) 
n 
elementos y B tiene ( k ) elementos. 
Escribiendo la relación anterior para variados valores de n y k se 
obtiene el triángulo (de Pascal) 
n e o 
n = 
n = 2 2 
n = 3 3 3 
n a 4 4 6 4 
n = S 5 10 10 5 
n = 6 6 15 20 15 6 
n = 7 7 21 35 35 21 7 
n " 8 8 28 56 70 . 56 28 8 
n • 9 9 36 84 126 1 26 84 36 9 
n " 10 10 45 120 210 252 210 120 45 10 
El triángulo de Pascal aparece en una obra póstuma de Blaise Pascal (1623-
1662) publicada con el titulo "Trai té du triangle ari thmétique, avec 
quelques autres petits traitl':!s sur la meme mani'ere" . (París, 1665). En 
ella se encuentra aparentemente el primer enunciado satisfactorio del 
Principio de Inducción Co¡q>leta Q!. Freudenthal, "Zur Geschichte der 
vollstandigen Induktion", Archives Intemationales des Sciences 22 (1953), 
17-37). 
Es claro además que cada subconjunto de k elementos en 1 l,n) deter 
mina unívocamente un subconjunto de n-k elementos, por lo tanto se tie 
ne esta otra propiedad 
Los subconjuntos no vacíos de ll,n 1 podemos clasificarlos en sub-
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conjuntos de 1 elemento, subcon j untos de 2 elementos, etc., esto nos 
lleva a la fórmula 
zn - 1 = e!! + él • ....n ....n 1 ·2 · · • + L. i + · · · + l.n 
dado que el nCanero total de subconjuntos no vacíos de ll,nl es zn-1. 
Si agregamos el conjunto vacío resulta la fórmula conocida 
2Tl = r.ll ...Jl ...Jl n ~ + l..J + · · · + l.n = ( O ) + l ~ ) + · · · + C ~ ) 
En ténninos del triángulo de Pascal significa que los elementos de la 
fila n Sl..lllaJ1 2n. 
Ejemplo: Sean n Y m en N y sea k e N, O < k < n+m. Vamos a calcular 
,..n +m • (nk+m ) . 
"k Noteros que ll,n+m) "'(l,n) u ln+l,m+nl =A u B. 
Los subconjuntos de k elementos de (l,n+ml los fo 1~s así: tomamos 
i elementos de A Y k-i elementos de B. Esto lo podemos hacer eh 
( n m i ) · Ck-i) formas posibles. Se sigue irunediatamente la fórmula 
( n+m n m n m k )"' t o).( k)+( 1 ).(k_,)+ ... +(~ ).(k~i)+ ... +( ~ ).( ~) 
Esta fórnula tiene sentido aún s1' m < k dado que en ese caso 
( mk ) O " según convenido mas arriba. En particular si n = w se obtie 
ne la fórmula 
(2kn)=CnoH"k)+Cn, e" n n } k- 1 ) + ••• + ( k ) ( o ) 
y si n a m e k resulta 
( 2; ) . e ~ ) 2 • l ~ ) 2 + ... + e ~ ) 2 
thcmos usado la propiedad 
(~)=(n . ). 
1 n-1 
EjempZo: Observando el Triángulo de Pascal se sigue que la suma de los 
elementos de las diagonales descendentes hacia la izquierda satisfacen: 
1 2 3 ( 1 )+( 1 )+( 1 )+ + ( n ) 1+2+3+ ... n ,. ( n+l 1 2 
2 3 4 l 2 ) + ( z ) +( 2 ) + ·n ( ~ ). = n+l + ( z ) 1+3+6+ ... ( 3 ) 
-40-
Esta propiedad es inmediata, las combinaciones de k elementos de n + 
se clasifican en dos subconjuntos disjuntos, A: los que contienen a 
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ne esta otra propiedad 
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conjuntos de 1 elemento, subcon j untos de 2 elementos, etc., esto nos 
lleva a la fórmula 
zn - 1 = e!! + él • ....n ....n 1 ·2 · · • + L. i + · · · + l.n 
dado que el nCanero total de subconjuntos no vacíos de ll,nl es zn-1. 
Si agregamos el conjunto vacío resulta la fórmula conocida 
2Tl = r.ll ...Jl ...Jl n ~ + l..J + · · · + l.n = ( O ) + l ~ ) + · · · + C ~ ) 
En ténninos del triángulo de Pascal significa que los elementos de la 
fila n Sl..lllaJ1 2n. 
Ejemplo: Sean n Y m en N y sea k e N, O < k < n+m. Vamos a calcular 
,..n +m • (nk+m ) . 
"k Noteros que ll,n+m) "'(l,n) u ln+l,m+nl =A u B. 
Los subconjuntos de k elementos de (l,n+ml los fo 1~s así: tomamos 
i elementos de A Y k-i elementos de B. Esto lo podemos hacer eh 
( n m i ) · Ck-i) formas posibles. Se sigue irunediatamente la fórmula 
( n+m n m n m k )"' t o).( k)+( 1 ).(k_,)+ ... +(~ ).(k~i)+ ... +( ~ ).( ~) 
Esta fórnula tiene sentido aún s1' m < k dado que en ese caso 
( mk ) O " según convenido mas arriba. En particular si n = w se obtie 
ne la fórmula 
(2kn)=CnoH"k)+Cn, e" n n } k- 1 ) + ••• + ( k ) ( o ) 
y si n a m e k resulta 
( 2; ) . e ~ ) 2 • l ~ ) 2 + ... + e ~ ) 2 
thcmos usado la propiedad 
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EjempZo: Observando el Triángulo de Pascal se sigue que la suma de los 
elementos de las diagonales descendentes hacia la izquierda satisfacen: 
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y en general 
(kk)+(kk+1)+ n cn+1 ... + ... + ( k ) = k+1 ) 
Podemos probar efectivamente esta f6Trnula haciendo inducción en n. Se 
tiene 
, k ) ( k+ 1) ( n+ 1 ) ( n+ 1 ) + ( nk~ 1 ) \ k + k + ... + k = k+ 1 . 
Se sigue de aquf la (archi) conocida fórmula 
1 + 2 + 3 + ... + n 2 ( n;1) = (n+~).n 
n+2 
k+1 
Q.E.D. 
Otra forma interesante de interpretar las combinaciones de k en n es 
utilizar una de las variaciones que la determina, a saber, la aplicación 
f: (1,k 1 ~ (1,n 1 estrictamente creciente (o sea tal que 
i < j • f(i) < f(j)). La variación 134 determina unívocamente la combi-
nación {1,3,4} en el ejemplo de mas arriba. 
Pr-egunta: Contar las aplicaciones f: (1,k) -+ (1,n) creciente, o sea ta 
les que i < j • f(i) e; f(j). 
EjempZo: Sean n y m números naturales, n > 1. Sean n-1 conjuntos que 
contienen 2~, 3~, .•. , nm elementos. Se quiere saber en cuántas fOrmas 
pueden extraerse ele cada conjunto m elementos. Entonces es claro que 
el n(Jmero de extracciones posibles es el producto 
(2~ (3m) (~ ~! 3m)! (11J!')! 
m • m · .. mJ " Trii"f)2 • (2m ! .m! · · · m!. (m(n-1))! 
Coro'Lario. Para todo par n, 11' e N, (m!)n divide a (rnn)! 
Ql!l0_! 
.. (iiiDil 
EjempZos: i) ¿Cuántos trián~os quedan detenninados ror n puntos del plano 
tales que nunca tres de ellos estén alineados? 
Respuesta: ~ 
ii) llidas dos rectas paralelas del plano y n ptmtos distintos 
sobre una y m puntos distintos sobre la otra, ¿Cuántos 
triángulos quedan determinados con vértices en esos puntos? 
Respuesta: m.~ + n.é;} 
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iii) Dadas n rectas distintas paralelas a una dirección y m re~ 
tas distintas paralelas a otra dirección (distinta de la 
anterior) determinar el número total de paralelogramos que 
quedan deteminados. 
Respuesta: ( ~) .( ~) 
iv) Sean k, n e !'!, k ,.;;; n. InterpretelllOs las comhinaciones de 
k en n como aplicaciones estrictamente crecientes de 
(1, k ) en (1, n ) . Una tal combinación es entonces una su 
cesión del tipo a 1 a 2 ••• ak con 1 .¡;;;a¡ < az < . · · < ak .¡;;; n. 
Conteros las combinaciones que empiezan con 1 . Su número 
es claramente 
n-1 ( k-1 ) 
Las combinaciones que empiezan en 2 son en número 
n-2 ( k-1) 
y asi siguiendo hasta llegar a las combinaciones que e~i~ 
zan con el n(unero n -k + 1, cuyo núnero es ( t ~ ) (Es útil 
convencerse con un ejemplo numérico!). 
Se llepa entonces a la f6rmula 
n 
k 
1 n 2 k-1 ( n- ) + ( - )+ · · .+ ( k-1 ) k-1 k-1 
S. El principio de Inclusión-Exclusión. 
Sea U un conjunto finito y sea A un subconjunto de U. Con 1 A 1 dene_ 
tamos el número de elementos de A. Supongaros dadas ciertas propiedades 
que satisfacen algunos ele~ntos de U, o sea se tienen A¡, ... , An 
conjuntos de ~ c~racterizados por satisfacer ciertas propiedades 
sub-
p¡, · ··• Pn· El principio en cuestión da una fórmula para el número de 
elementos del complemento de la unión A1 u ... u An· o sea del número 
de elementos de U que no satisfacen ninguna de las propiedades 
p 1 , ••• , Pn· Por ejemplo si U: números naturales de 1 a 100, las pro-
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triángulos quedan determinados con vértices en esos puntos? 
Respuesta: m.~ + n.é;} 
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iii) Dadas n rectas distintas paralelas a una dirección y m re~ 
tas distintas paralelas a otra dirección (distinta de la 
anterior) determinar el número total de paralelogramos que 
quedan deteminados. 
Respuesta: ( ~) .( ~) 
iv) Sean k, n e !'!, k ,.;;; n. InterpretelllOs las comhinaciones de 
k en n como aplicaciones estrictamente crecientes de 
(1, k ) en (1, n ) . Una tal combinación es entonces una su 
cesión del tipo a 1 a 2 ••• ak con 1 .¡;;;a¡ < az < . · · < ak .¡;;; n. 
Conteros las combinaciones que empiezan con 1 . Su número 
es claramente 
n-1 ( k-1 ) 
Las combinaciones que empiezan en 2 son en número 
n-2 ( k-1) 
y asi siguiendo hasta llegar a las combinaciones que e~i~ 
zan con el n(unero n -k + 1, cuyo núnero es ( t ~ ) (Es útil 
convencerse con un ejemplo numérico!). 
Se llepa entonces a la f6rmula 
n 
k 
1 n 2 k-1 ( n- ) + ( - )+ · · .+ ( k-1 ) k-1 k-1 
S. El principio de Inclusión-Exclusión. 
Sea U un conjunto finito y sea A un subconjunto de U. Con 1 A 1 dene_ 
tamos el número de elementos de A. Supongaros dadas ciertas propiedades 
que satisfacen algunos ele~ntos de U, o sea se tienen A¡, ... , An 
conjuntos de ~ c~racterizados por satisfacer ciertas propiedades 
sub-
p¡, · ··• Pn· El principio en cuestión da una fórmula para el número de 
elementos del complemento de la unión A1 u ... u An· o sea del número 
de elementos de U que no satisfacen ninguna de las propiedades 
p 1 , ••• , Pn· Por ejemplo si U: números naturales de 1 a 100, las pro-
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piedades pueden ser: P¡:~ ser divisible por 3, P2 := ser primo, etc. 
Se sabe del álgebra de conjuntos que 
1.&.¡ u A2 u A3l •IAJ!•IA2l •IA3l· (lA¡ n A2l+l.A1 nA3l+lA2 n A3 D• 
+ 1 .&.¡ n A2 n A3l 
y en general 
El principio de inclusión-exclusión da el número de elementos de U que no 
satisfacen ninguna de las propiedades determinadas por cada A1 . La for-
ma de escritura de este principio sería entonces 
donde N denota el complemento de A en U. 
Ejemplo Determinar el nÚI!ero de permutaciones de {1 ,2,3} que no fijan 
ninyún punto. O sea, si fes una pernutación de {1,2,3} entonces f(i) "i 
cualquiera sea i:= 1, 2,3. Por ejemplo f(1) =. 2, f(2) = 3, f(3) = 1 es 
una tal pe mutación. Sea para cada i, Ai la totalidad de pei11'Utaciones 
que fijan algún elemento. Nos interesa calcular el número de elementos 
del complemento de ese conjunto. Se tiene entonces 
lA1 u ·A2 u A3j "' 2 + 2 + 2 - 1 - 1 - 1 + 1 "' 4 
Por lo tanto hay 6-4 pe111'lltaciones que no fijan ningún elemento. Estas 
123 123 
son ( 231 ) y ( 312 ). Dejamos a cargo del lector verificar que el núme 
ro de permutaciones de {1,2,3,4} que no fijan ningún punto es 9. 
Dejamos a cargo del lector obtener la siguiente expresión general para 
el número de permutaciones de {1,2, ... , n} que no fijan ningún punto: 
-4 5-
n! .(1 -+ + +-- * + ... +(-1)n. rh-) 
n' n' Notar que este número no es otra cosa que ( --¡;- 1 : = parte entera de -¡; 
(e: base de los logaritmos naturales) 
Ejemplo ¿Cuántos números positiws menores o igmles que 100 hay, que 
no tengan factores primos repetidos?. Noterros que los únicos factores 
primos repetidos pueden ser 2,3,5, y 7. Sea entonces Ap2 la totalidad 
de números divisibles por p2 con p primo. Hay entonces 
IA..I•IAgl•lA2sl•IA!.9l -lA!. n Agl -lA!. n Azsl -lA~ n A~¡gl­
= 25 + 11 + 4 + 2- 2- 1 -o- o ... 
39 
Por lo tanto hay 100 - 39 = 61 números menores que 100 y positivos 
sin factores primos repetidos. 
Ejemplo. Vamos a deducir una fiSnrula importante que usaremos para la 
inversión, a saber: (k ~ n) 
n n n n-1 n n-2 ( o ) . ( k ) - ( 1 ) ( k-1 ) + ( 2 ) • ( k- 2 ) - • . • + 
k n n-k ) 
+ _(-1) .(k).( o =0. 
Sea Ai, i:= 1,2, ... , n la totalidad de combinaciones de orden k que co~ 
tienen al elemento i. Es claro que la unión de todos los Ai es la to-
talidad de combinaciooos de orden k. Por lo tanto se tiene la fórmula 
n n n-1 n n-2 ( 1)k-l ( n ) ( n-k ) ( k ) = ( 1 ) . ( k-1 ) - ( 2 ) . ( k-2 ) + ••• + - • k . o 
y la fórmula pedida se sigue de aquí inmediatamente. 
E,ie11cicioa 
1. ¿Cuántos enteros hay entre 1 y 600 inclusive, 
i) no divisibles por 3? 
ii) no divisibles por 3 y por S? 
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iii) no divisibles por 3, S y 7? 
Respuestas: i) 400; ii) 320; iii) 275. 
2. Encontrar el n(mero de aros bisiestos desde 1884 a 4004. Un año es 
bisiesto si es divisible por 4 pero no por 100 6 es divisible por 
400 (1900 no fue bisiesto, pero si lo será el 2000) · 
Respuesta: S1S 
3 . ¿Cuántos números enteros entre 1 y 10000 inclusive no son divisibles 
por S, 7 y 11? 
Respuesta: 6233 
entnros desde 1 a 1000.000 inclusive no son ni e~ 4. ¿Cuántos números ~ 
drados, ni cul:os, ni cuartas potencias? 
Respuesta: 998. 91 O 
S. i. CUántos nCrneros posl.t1· vos hay no mayores que 1000 que no sean divisi 
bles por 6, por 10 y por 1S? 
Respuesta: 734 
6. Probar que si n z30.m, entonces la cantidad de números enteros posi-
tivos que no son mayores de n y que no son divisibles ni por 6, ni 
por 10, ni por 1S es i~~l a 22.m. 
6. Ejercicios. 
1) i) ¿Cuántos números de S dí~itos pueden formarse con los dígi-
tos 1,2,3,4? 
ii) ¿Cuántos números de S dí~itos pueden formarse con los dígi-
tos O, 1,2,3,4? 
iii) ¿Cuántos números de S dígitos pueden formarse con los dígi-
tos 1,2,3,4,S pero sin repetir dígitos? 
iv) ¿Cuántos números de S dígitos pueden formarse con los dígi-
tos O, 1,2,3,4 pero sin repetir dí~itos? 
v) ¿Cuántos números impares de S dífitos pueden formarse con 
2) 
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los dígitos O, 1,2,3? 
vi) ¿Cuántos números de 4 digitos pueden formarse con los di~i 
tos de O, 1,2,3,4,S mayores que 1S27 y menores que 4S12? 
vii) ¿Cuántos números de 4 dígitos múltiplos de 4 pueden formarse 
con los dígitos O, 1,2,3,4,S, sin repetir díRitos? 
i) ¿En cuántas formas pueden fotografiarse en hilera una fami-
lia de S personas y Tom (el perro)? 
ii) ¿En cuántas formas pueden fotografiarse la misma familia ~ 
ro al-ora nrunita y papito posan juntos y r.ust;wito o Andrei-
ta tienen a Tom? 
iii) ¿En cuántas formas pueden fotografiarse, en hilera, tres fa 
milias de S,7,3 personas, pero con la condición que los in-
~resantes de cada familia posen juntos? (Complicar el probl~ 
ma a~regando animales domésticos, sent3dos, parados, ... ). 
3) Se tienen tres vasos y S botellas distintas de vino 
i) ¿En cuántas formas pueden llenarse los vasos, sin mezclar 
los vinos, siendo los vasos idénticos? 
ii) t-ti.smo problema pero con vasos distintos. 
4) Un cartel luninoso consta de 2S focos iyuales y funciona preooi~!!. 
dose y apagándose al azar cualquier número de focos 
i) ¿Cuál es el número de posibilidades? 
ii) Si 10 de los focos cambian simultáneamente ¿Cuál es el número 
total de posibilidades? 
S) De una urna que contiene tarjetas con los números 0,1,2,3,4,5,6,7, 
8,9 se extraen tres tarjetas en sucesión con reposición ¿CUál es 
el número total de extracciones a,b,c tales que a+b+c sea impar? 
6) Sea x = {1,2,3,4,S,6,7,8,9,} ¿Determinar, en cada caso, el núme 
ro total de subconjuntos de 4 números tales que el producto sea 
divisible por: 
.... 
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i) 2 
ii) 4 
iii) 8 
iv) 7 
v) 10 
vi) 14 
vii) 11 
7) La línea de trenes Tigre-Retiro tiene 17 estaciones. ¿CUántos tipos 
de boletos hay que confeccionar, para viajar entre dos estaciones 
distintas 
i) de ida 
ii) ida y vuelta? 
8) Sean a y b enteros positivos, b <:a. Se dispone de a+b objetos di~ 
tintos entre si. Si los quiere disponer en fila pero de manera tal 
que ningún par de los b objetos aparezcan juntos. ¿En cuántas for 
mas puede hacerse? 
Respuesta: 
9) ¿Cuántasmatrices con coeficientes O ó 1 y de nxn pueden formarse? 
CUAntas simétricas? ¿Cuántas simétricas de traz.a k, k E z., O <k < n 
(Nota: Si A" (a··) es una matriz. de nxn la troza de A es la s1.1na lJ 
de los coeficientes a 11 + a22 + ... + ann). 
10) De un grupo de 10 médicos se desean hacer guardias diarias distin 
tas de 6 médicos durante tres días. ¿En cufu1tas formas es posible 
hacerlo? 
Respuesta: El número total de guardias es ( 12 ) = 20. El prirrer día hay 
210 posibilidades, el segundo dfa 209 y el tercero 208. Por 
lo tanto hay 210.209.208 = 9.129.120 posibilidades) 
11) ¿Cuántos núneros menores que 1 . 000.000 pueden íonnarse con la cond!_ 
ci6n de que conten~an al 1,2,3 y 4? ¿Cl~ntos si no se admiten otros 
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dígitos distintos de 1,2,3 y 4? 
Solución: Primer caso. ContaJTDs los n1meros que contienen 1, 2,3 y 4 
sin repetici6n. Hay ( ~ ).4!.6.6 = 12960. Contemos los que 
contienen a 1, 2, 3 y 4 pero 1 de estos repetido. Hay 
6 S' (S). zt. S.4 = 8640. Contemos los que contienen solame~ 
te a 1, 2,3 y 4. Hay dos posibilidades. Que se repita uno o 
6! 6! 4 que se repitan dos. El núnero es 4. 3! = 480 y 2!.2T · ( Z) • 
• 1080 respectivamente. Sl.UII3ndo todos esos núneros resulta 
23160. 
El segundo problema resulta de sumar 4G +45 +44 +43 +42 +41• 
4 7 - 1 
• ¡-:-1 - 1 - S460.) 
12) ¿En cuántas formas pueden fotografiarse 1 O personas puestas en 
fila con la condici6n que tres determinadas nunca posen juntas? 
Solución: Sean 1, 2 y 3 las personas que no dehen posar juntas. Sea 
Aij la totalirod de pel1"Utaciones en las c¡ue las ¡>ersoms 
i,j, i 1 j posan juntas. Se trata de contar las permutaci~ 
nes que no están en A12 u A13 u A2 3 • Aplicar entonces el 
principio de Inclusi6n-Exclusi6n. Respuesta 42.8! 
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales. 
Universidad de Buenos Aires. 
Departamento de Matem~tica . 
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<lln-ETRIA 00 LOS CASOS DE FACTOROO 
Jorge Vargas 
El objeto de este articulo es mostrar alyunas aplicaciones geo~ 
tricas de los casos de factoreo. 
La letra F designará indistintamente el conjtu1to de los n(areros 
racionales Q, reales ll o COJllllejos e (Para el lector infoT'JII3do, F de-
signará tul cueipO arbitrario de característica cero). 
Un polinomio en una (dos, tres, ... ) variable a coeficientes en 
F es lUla expresión formal del tipo, 
n n-1 
an X + an-J X + ..• (lUla variable) 
A__ xn ym +a xn-J ym + ... (dos variables) 
-nm n-J,m 
Denotemos por F(X) (F (X,Y 1, F (X,Y , Z} , ••• )el conjtu1to de polinomios 
en lD1a variable (dos variables, tres variables, ... ). Notar que 
F [X)e F [X,Y) e F IX,Y,Z) e •.. Por comodidad denotaremos por 
F 1 ••• ) cualquiera de los conjlUltos F 1 X 1 , F 1 X, Y 1 , F 1 X,Y,Z 1 , ••. 
ObseMJación: Como R e C se tiene la inclusión R 1 ••• 1 e C 1 ••• 1 , esto 
es, todo polinomio a coeficientes reales puede pensarse como tu1 poli-
nomio a coeficientes complejos. 
En la escuela media aprendimos a sumar y multiplicar polinomios 
y definimos: 
